
Feuille d'exercices : Algèbre

Exercice 1: (Pour commencer tranquillement)

1. Montrer que tout sous-groupe d'un groupe cyclique est cyclique.

2. Soit (n, d) ∈ N∗2 tel que d divise n. Montrer qu'il existe un unique sous-groupe de Z/nZ de

cardinal d.

3. En déduire la relation n =
∑
d|n
ϕ(d) où ϕ est l'indicatrice d'Euler.

Exercice 2: (Polynômes de Tchebychev)

Soit (Pn)n∈N la suite de R[X] dé�nie par


P0 = 1

P1 = X

Pn+2 = 2XPn+1 − Pn

1. Calculer P2, P3, P4 et P5.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, deg(Pn) = n.

3. Montrer que

{
Si n est pair, Pn est pair, Pn(−1) = Pn(1) = 1 et Pn(0) = ±1

Si n est impair, Pn est impair, Pn(−1) = −1, Pn(1) = 1 et Pn(0) = 0

4. Montrer que Pn([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] pour tout n ∈ N.

5. Montrer que pour tout n ∈ N∗ et θ ∈ R, on a Pn(cos(θ)) = cos(nθ).

6. Montrer que l'on a
∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x) 1√

1−x2dx =


0 si n 6= m

Π si n = m = 0
Π
2

si n = m 6=
7. Déterminer les racines de Pn.

8. Déterminer les racines de P ′n.
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Exercice 3: (Polynômes de Hilbert)

Soit l'endomorphisme T de C[X] dé�ni par T : C[X] −→ C[X]

P 7−→ T (P ) = P (X + 1)

et pour n ∈ N, on appelle Tn la restriction de T à Cn[X].

On note (Hn)n∈N la suite dé�nie par

 Ho(X) = 1

Hn(X) = 1
n!

n−1∏
k=0

(X − k) pour n ∈ N∗

1. Écrire la matrice Mn ∈Mn+1(C) de Tn dans la base {1, X, ..., Xn} de Cn[X].

2. Montrer que Mn est inversible et expliciter M−1
n .

3. Montrer que la famille {Hj}0≤j≤n est une base de Cn[X].

4. Pour j ∈ Z, i ∈ N∗, donner une expression simple de de Hi(j).

5. Montrer que Hi(Z) ⊂ Z.

6. Pour P ∈ Cn[X], soit P =
n∑

i=0

aiHi sa décomposition dans la base {H0, H1, ..., Hn}.

(a) Montrer que


P (0)

.

.

.

P (n)

 = tMn


a0

.

.

.

an

.

(b) Montrer que pour i ∈ {0, 1, .., n}, on a ai =
i∑

j=0

(−1)i−j

(
i

j

)
P (j).

(c) Si i ≥ n+ 1, calculer
i∑

j=0

(−1)i−j

(
i

j

)
P (j).

(d) Montrer que les polynômes P ∈ C[X] tels que P (N) ⊂ Z sont les combinaisons à coe�cients

dans Z de polynômes de (Hn)n∈N.

Soit uj)j∈N une suite de C. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

� Il existe P ∈ Cn[X] tel que uj = P (j) pour tout j ∈ N.

� Il existe n ∈ N tel que ∀i ∈ N, n ≥ n+ 1 =⇒
i∑

j=0

(−1)i−j

(
i

j

)
uj = 0.

Exercice 4: (Un peu de technique sur les matrices)

1. Soit A une matrice de rang 1 sur K. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si

tr(A) 6= 0.
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