Feuille d’exercices : Algébre

Exercice 1: (POUR COMMENCER TRANQUILLEMENT)

1. Montrer que tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

2. Soit (n,d) € N*2 tel que d divise n. Montrer qu’il existe un unique sous-groupe de Z/nZ de
cardinal d.

3. En déduire la relation n = > ¢(d) ot ¢ est l'indicatrice d’Euler.
din

Exercice 2: (POLYNOMES DE TCHEBYCHEV)
P=1

Soit (Py)nen la suite de R[X] définie par ¢ P, = X
Poyo=2XP, 11— P,

1. Calculer P27 .P37 P4 et P5.
2. Montrer que pour tout n € N, deg(P,) = n.

Si n est pair, P, est pair, P,(—1) = P,(1) =1 et P,(0) = £1

3. Montrer que
b { 1, Py(1) = 1 et P,(0) =0

Si n est impair, P, est impair, P,(—1)
4. Montrer que P,([—1,1]) C [-1, 1] pour tout n € N.
5. Montrer que pour tout n € N* et 6 € R, on a P,(cos(0)) = cos(nd).

0 sin#m
6. Montrer que I'on a f_ll Pn(x)Pm(x)ﬁdx =¢ II sin=m=0
% sin=m #

7. Déterminer les racines de P,.

8. Déterminer les racines de P,.




Exercice 3: (POLYNOMES DE HILBERT)
Soit ’endomorphisme 7" de C[X] défini par T : C[X] — C[X]

et pour n € N, on appelle T, la restriction de T" a C,[X].
Hy(X)=1

O ¢ Hn . l t d,ﬁ . n—1
IlIlOe< )GN a sulte deilnie par Hn<X):#H(X_k) pOUI“ﬂEN*
k=0

Ecrire la matrice M,, € M, ,(C) de T}, dans la base {1, X, ..., X"} de C,[X].
Montrer que M,, est inversible et expliciter M 1.

Montrer que la famille {H,}o<;<, est une base de C,[X].

Pour j € Z, i € N*, donner une expression simple de de H;(j).

Montrer que H;(Z) C Z.

AN

6. Pour P € C,[X], soit P = > a;H; sa décomposition dans la base {Hy, Hy, ..., H,}.
i=0

P(0) agp
(a) Montrer que = 'M,
P(n) a.n
(b) Montrer que pour i € {0,1,..,n}, ona a; = > (—1)"7 ( Z', ) P(j).

(¢c) Sii>n—+1, calculer i(—l)i*j ( Z ) P(5).

J=0 J
(d) Montrer que les polynomes P € C[X] tels que P(N) C Z sont les combinaisons a coefficients
dans Z de polynomes de (H,)nen-

Soit u;)jen une suite de C. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

— Il existe P € C,[X] tel que u; = P(j) pour tout j € N.

— Ilexisten e Ntel que Vie Nyn>n+ 1= > (1) ( Z ) uj = 0.
Jj=0 J

Exercice 4: (UN PEU DE TECHNIQUE SUR LES MATRICES)

1. Soit A une matrice de rang 1 sur K. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si
tr(A) # 0.




