Chapitre 3 Arithmeétique

| Nombres premiers

Définition : Un nombre premier est un nombre qui a exactement
deux diviseurs : 1 et lui-méme. (=nombre que I’on ne peut pas
décomposer en une multiplication ne comportant pas 1).

Remarque : 2 est le seul nombre premier pair puisque Si un
nombre est pair et supérieur a 2 alors il est divisible par 2.

Exemples : Les dix premiers nombres premiers sont
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29

Theoreme : Tout nombre entier est soit un nombre premier, soit il
est divisible par un nombre premier.

Propriéte : Il y a une infinité de nombres premiers.

Il Théoréme fondamental de 1’algebre
Theoreme : Tout nombre entier se décompose de facon unique en
un produit de nombres premiers a 1’ordre des facteurs pres.

Remarque : « de facon unique » signifie que quelle que soit la
méthode que nous utilisons pour déecomposer le nombre, nous
obtiendrons la méme chose.

Exemples: 120 = 2 X 60 120 =12 x 10
=2X2X30 =6X2X2X5
=2X2X2X%X15 =2X3X2X2X5

=2X2X2X3X%X5

Remarque : Par convention, on écrit les nombres dans la
décomposition du plus petit au plus grand (ainsi, la décomposition
est unique puisque I’ordre est unique aussi)



|V Applications de la décomposition

1) Simplification de fractions
Lorsque I’on a la décomposition du numérateur et du
dénominateur d’une fraction, pour simplifier la fraction, 1l suffit
d’¢liminer les facteurs en commun.

Exemples: 120 =2 X2 X2 X3 X5
924 = 2X%x2X%x3Xx7x%x11

120 ZXZx2XBX5 2x5 10

Donc— = - -
924 IxZxdx7x11 7%x11 77

2) Trouver le plus petit multiple de deux nombres
La décomposition d’un multiple commun a deux nombres contient
tous les facteurs des décompositions des deux nombres.
Le plus petit commun multiple de deux nombres A et B se nomme
le PPCM de A et B et se note PPCM(A;B).
Exemples: 120 =2 X2 X2 X3 X5

126 =2 X3 X3 X7
Pour trouver le plus petit multiple commun, il suffit de rajouter a
120 les facteurs qui sont dans 126 et qui manguent.
Donc le plus petit multiple de 120 et 126 est
2X2X2X3X5%Xx3%x7

Ce qui fait 2520. 2520 est bien dans la table de 120 et de 126
puisque 2520 = 120 x 3 X 7 et 2520 = 126 X 2 X 2 X 5.
On a donc PPCM(120;126)=2520.

3) Trouver le grand diviseur de deux nombres
La décomposition d’un diviseur commun a deux nombres contient
les facteurs qui sont en commun dans les décompositions des deux
nombres.
Le plus grand commun diviseur de deux nombres A et B se
nomme le PGCD de A et B et se note PGCD(A;B).



Exemples: 120 =2X2X2X3 X5

630 =2X3X3X5x%x7
Pour trouver le plus petit multiple commun, il prendre les facteurs
gui sont en commun.
Donc le plus grand diviseur de 120 et 630 est

2X3X5

Ce qui fait 30. 30 est bien un diviseur de 120 et de 630 puisque
120 = 30 x 4 et 630= 30 x 21.
On a donc PGCD(120;630)=30.

4)Simplifier une racine carrée
Quels que soient les nombres a et b, on a

Vaxb=+ax+Vb
De plus on sait que quel que soit a, on a
Vaxa=vaxJa=a
Pour simplifier une racine carrée, on décompose le nombre, on
extrait les termes en double.
Exemples: 120 =2X%x2X2X3x3X5

Ainsi : V120 =vV2X2x2X3%x3X5
=412 X2X4Y3X3X42X5

=2X3Xv2X5
= 6V10

V Algorithmes pour trouver le PGCD de deux nombres

Trouver la decomposition en facteurs premiers d’un nombre est
parfois difficile (essaie par exemple de décomposer, sans
calculatrice, le nombre 667). Donc trouver le PGCD ou le PPCM
de deux nombres parait difficile. Mais il y a des méthodes simples
qui le permettent.




A)Algorithme des soustractions successives

Principe : on soustrait les deux nombres. On obtient un troisieme
nombre. De ces trois nombres, on prend les deux plus petits et on
recommence. A la fin, on obtient 0, le PGCD des deux nombres
du début est le nombre que I’on a soustrait en dernier.
Exemple : On cherche le PGCD de 120 et 630.
On fait alors : 630 — 120 = 510

510 — 120 = 390

390 — 120 = 270

270 — 120 = 150

150 — 120 = 30
120 — 30 =90
90 — 30 =60
60 — 30 = 30
30 —[30]=0

B) Algorithme d’Euclide
C’est en fait la méme meéethode mais en faisant des divisions, on
gagne en rapidite.
(voir la vidéo https://youtu.be/EVQY8DG5 es)
Exemple : On cherche le PGCD de 120 et 630.
On fait alors : 630 = 120 x 5 +[30]
120=30%x4+0

VI PGCD et PPCM : la formule magique !

On a donc une méthode pour trouver le PGCD. Or, parfois, c’est
le PPCM qui est utile. Mais il existe une formule qui relie les
deux :

PPCM(a; b) = axb
(@b) = 56cp@b)
Exemple : Ona vu que PGCD(630 ;120)=30 donc on a
630 x 120
PPCM(630;120) = = 2520

30



